
اشاره
در اين نوشتار دربارة «قضية لژاندر» در خصوص تجزية عددهاى فاكتوريلى صحبت مى كنيم. با وجود بزرگ بودن 
فاكتوريل ها، روش منسوب به لژُاندر روشى كارآمد و سريع براى به دست آوردن نماى عوامل اول در تجزية آن ها ارائه 
مى كند. اين روش با تلفيق ملاحظاتى كه اشاره خواهد شد، به مراتب بسيار سريع تر قابل اجراست. ضمن آنكه همين 

ملاحظات كمك خواهند كرد كه نگاهى عميق تر به توزيع نماى عددهاى اول در تجزية فاكتوريل ها داشته باشيم.

مقدمه
يكى از مواردى كه در عمل تجزيه به عوامل اول را مى توان 
 n∈Ν اجرا كرد، تجزية فاكتوريل هاســت. طبق معمول، براى

مى نويسيم:
n!=1*2*...*n,

و قــرار مى دهيم: 1=!0. به اين ترتيــب، اگر p عددى اول 
p | n!/ باشــد و p≤n، آن گاه: !p|n. همچنين، اگر: p>n آن گاه: 

. لذا وقتــى !n را به عوامل اول تجزيه مى كنيم، تمام عددهاى 
اول نابيشــتر از n و فقط همين عددها در تجزيه ظاهر خواهند 
شد. قضيه اى منسوب به رياضى دان فرانسوى، آدرين ـ مارى 
لژاندر، توان دقيق اين عوامل اول را با حجم پايينى از محاسبات 

تعيين مى كند. براى اثبات قضيه به لم زير نياز داريم:
لم 1. تعداد مضارب: فرض كنيد a,b∈Ν. تعداد مضارب 

a است. 
b
 
  

مثبت b كه نابيشتر از a هستند، برابر 
اثبات: فرض كنيد تعداد مضارب مذكور q باشــد. در اين 

صورت داريم:
1b,2b,3b,...,qb≤a ,(q+1)b>a.

. اين نتيجه  aq q
b

≤ < لذا: qb≤a<(q+1)b و در نتيجه: 1+

a و اثبات كامل است. q
b
  =  

مى دهد: 

قضية 2. قضية لژاندر: اگر υp(n!) نشــانگر بزرگ ترين 
توان عدد اول p در تجزية !n به عوامل اول باشد، آن گاه داريم:

p
n(n!)

p

∞

α
α=

 
υ =  

 
∑

1

 n برابر حاصل جمع تعداد مضارب نابيشتر از υp(n!) :اثبات
عددهاى ... ,p1,p2,p3 است كه با استفاده از لم مضارب (لم بالا) 

برابر جمع داده شده در صورت قضيه است.
مثال 3. براى درك محتواى اثبات بالا، بهتر است مثالى 
عددى را بررســى كنيم. فرض كنيــد مى خواهيم υ2(20!) را 

به دست آوريم. داريم:
!= × × × × × × × × × ×

× × × × × × × × ×
20 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

12 13 14 15 16 17 18 19 20
ــــــ

ــ

زير مضــارب 21 يك خط، زير مضــارب 22 دو خط، زير 
مضارب 23 ســه خط و زير مضارب 24 چهار خط كشيده ايم. 
اين هــا تمام مضارب موجــود و ممكن از همــة توان هاى 2 
هستند، و جمعشان برابر است با: 18=1+2+5+10. لذا داريم: 
υ2(20!)=18، و با ادامة روند براى ساير عوامل نتيجه مى شود:

! ( )( )( )( )( )( )( )( )=
=

18 8 4 2 1 1 1 120 2 3 5 7 11 13 17 19
2432902008176640000
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از قضية لژاندر مى توان نتايج خوبى در خصوص توان هاى 
عددهاى اول در تجزية فاكتوريل ها گرفت. براى استنتاج اين 

نتايج لازم  است قدرى دربارة تابع جزء صحيح صحبت شود.

ملاحظاتى دربارة تابع جزء صحيح و قضية 
لژُاندر

يكى از مفاهيم مفيدى كــه عددهاى حقيقى و عددهاى 
صحيح را به هم مربوط مى كند، تابع جزء صحيح است. از اين 
تابع در لم مضارب و قضية لژاندر استفاده كرديم. حال تعريف 

و برخى خواص آن را مرور مى كنيم.
تعريف 4: جزء صحيح عدد x∈R را با نماد [x] نشــان 

مى دهيم و به صورت زير تعريف مى كنيم:
[ ] { }x max k Z : k x= ∈ ≤

[ ]aa
n n

   =      
 .2

اثبات:
1. مى نويسيم:

[ ] [ ] { } [ ] { }
[ ] [ ] { } { }

a b a a b b
a b a b .
 + = + + + 

= + + +  

، { } { }a b+ ≥   0 ، لــذا:  { } { }a b≤ + <0 2 اما چــون: 
و حكم به دســت مى آيد. درواقع، اين اثبــات نتيجه مى دهد: 
. [ ] [ ]a a≤ − ≤0 2 2 ، به خصوص:1 [ ] [ ] [ ]a b a b≤ + − − ≤0 1

2. روش اول: فرض كنيد k عددى صحيح، دلخواه و ثابت 

kn نتيجه مى شود: a (k )n≤ < +1 باشــد. با اختيار كردن: 
. چون  [ ]a

k
n

 
= 

 
a و k

n
  =  

، و لــذا:  [ ]kn a (k )n≤ < +1

k دلخواه است، حكم براى تمام مقادير a نيز برقرار است.
روش دوم: مى نويسيم:

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ]

a a aa n n
n n n

a aa n n n n
n n

a a n
n n n
a a n
n n n

a n
n n

   = + θ⇒ = + θ      
    ⇒ = + θ = + θ        
 ⇒ = + θ  

    ⇒ = + θ       
   = + θ      

1

1

1

حال توجه مى كنيم كه:
[ ]

[ ] [ ]

n n n n

n n ,
n n

≤ θ < ⇒ ≤ θ < ⇒ ≤ θ <
 ⇒ ≤ θ < ⇒ θ =  

0 1 0 0
1 10 1 0

و حكم به دست مى آيد.
با استفاده از خواص فوق براى تابع جزء صحيح مى توانيم 
به مشــاهداتى دربارة محتواى قضية لژُاندر دســت يابيم كه 
اســتفادة عملى از اين قضيه را به مراتب سريع تر مى كند. اين 

مشاهدات را در نتيجه زير گردآورى مى كنيم:
همچنين قرار دهيد P نشانگر مجموعه اعداد اول باشد.

.n≥2 :نتيجة 6. فرض كنيد
1. در تجزية استاندارد !n به عوامل اول، توان ها سير نزولى 

دارند.
. p

n(n!)
p
 

υ =  
 

n داريم:  p n< ≤ 2. براى p∈P و 

[x] x0
1



 



فرض كنيد محــور عددهاى حقيقــى را اندكى به صورت 
صعودى مايل كرده ايم، به طورى كه به شكل يك سطح شيب دار 
درآمده است (شكل 1). همچنين در موضع مربوط به عددهاى 
صحيح چاله هايى كنده ايم. اگر در موضع x∈R گويى قرار دهيم، 
اين گوى روى ســطح حركت مى كند و در اولين چالة واقع در 
سمت چپش مى افتد. همين چاله موضع [x] است. اگر گوى از 
همان ابتدا در چاله اى قرار داشــته باشد (x∈Z)، آن گاه حركتى 
 .x = [x]  :انجام نمى شــود و گوى در همان چاله مى ماند؛ يعنى
به همين ترتيب از تعريف فوق و تعبير شــهودى آن در شكل 1 

خواص ابتدايى، اما كليدى زير حاصل مى شوند:

[ ]
[ ]

[ ] [ ]
[ ]

x R : x x x,
x x x Z,

x R, k Z : x k x k,
x R (x)s.t.x x , .

∀ ∈ − < ≤
= ⇔ ∈

∀ ∈ ∀ ∈ + = +
∀ ∈ ∃θ = θ = + θ ≤ θ <

1

0 1

در خاصيت آخــر، θ را جزء كســرى x مى ناميم و آن  را 
با {x} نشــان مى دهيم (البته مراقبيم كه اين نماد مرســوم 
را بــا مجموعة تك عضوى شــامل x اشــتباه نگيريــم). لذا: 
}. خواص نابديهى تر زير را در اســتنتاج نتايج  } [ ]x x x= −

مورد نظر از قضية لژاندر احتياج خواهيم داشت.

گزارة 5. فرض كنيد: b∈R و a و n∈N. داريم:

، [ ] [ ]a a≤ − ≤0 2 2 ، و 1 [ ] [ ] [ ]a b a b+ ≤ +  .1

شكل 1. تعبير شهودى جزء صحيح
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. p (n!)υ =1 n داريم:  p n< ≤
2

3. براى p∈P و 

. (n!)υ5 4. تعداد صفرهاى انتهايى !n برابر است با: 

اثبات:
. در اين صورت براى  p q n< ≤ 1. فرض كنيد: p,q∈P و 

α∈N داريم:

p q

n n n np q
p q p q

(n!) (n!).

α α
α α α α

   
< ⇒ > ⇒ ≥   

   
⇒ υ ≥ υ

. n
p

< <20 1 ، داريــم: p2>n و لــذا  p n> 2. چــون 

. همچنين با اســتفاده از بند 2 از گزارة  n
p

 
= 

 
2 0  در نتيجه: 

α داريم: ≥ 3 5، براى 

nn
pn p

p p p pα α− α− α−

             = = = =              

22

2 2 2
0 0

. p
n(n!)
p
 

υ =  
 

در نتيجه: 

3. داريم: 
n n np n

p p
 

< ≤ ⇔ ≤ < ⇔ = 
 

1 2 1
2

α نتيجه  ≥ با اســتفادة مجدد از بند 2 گــزارة 5، براى 2
مى شود:

nn
pn p

p p p pα α− α− α−

   
         = = = =             

1 1 1
1 0

. p (n!)υ =1 لذا: 
4. هر صفر انتهايى به معناى يك عامل 5×2=10 است. اما 
، لذا براى توليد عامل 10 به مقدار كافى  (n!) (n!)υ ≥ υ2 5 چون: 
υ5(!n) است و همين مقدار  2 داريم. پس تعداد عوامل 10 برابر 

صفرهاى انتهايى نيز وجود دارد. اثبات كامل است.
در عمل با در نظر گرفتن بندهاى 2 و 3 نتيجة 6 مى توان 
فرايند تجزية !n را سرعت بخشيد. براى توضيح بيشتر، !100 
را بــه حاصل ضرب عوامــل اول تجزيه مى كنيــم. در تجزية 
!100 تمــام عددهاى اول نابيشــتر از 100 حضور دارند. اين 
عددها را توســط «غربال اراتستن» به دســت  مى آوريم و در 
، عددهاى اول  ( p n )< ≤1 سه دستة عددهاى اول كوچك 

 n( p n)< ≤
2

)n و عددهاى اول بزرگ  n p )< ≤
2

متوسط 
تقسيم بندى  مى كنيم:

, , , ( p )

, , , , , , , , , , ( p )

, , , , , , , , , ( p )

< ≤

< ≤

< ≤

2 3 5 7 1 100
1001113 17 19 23 29 31 37 41 43 47 100
2

10053 59 61 67 71 73 79 83 89 97 100
2

بنابر بند 3 از نتيجة 6 توان هاى عددهاى اول بزرگ مندرج 
در ســطر ســوم در بالا در تجزيه به عوامل اول همگى برابر 1 

، بنا به  p< ≤
100100
2

هستند. براى عوامل متوسط p كه: 

بند 2 از نتيجة 6 داريم:

p ( !)
p

 
υ =  

 

100100

پس: 
( !) , ( !) ,
( !) , ( !) ,
( !) , ( !) ,
( !) , ( !) ,
( !) , ( !) , ( !)

υ = υ =
υ = υ =
υ = υ =
υ = υ =
υ = υ = υ =

11 13

17 19

23 29

31 37

41 43 47

100 9 100 7
100 5 100 5
100 4 100 3
100 3 100 2
100 2 100 2 100 2

درواقع وزن اصلى محاسبات روى عددهاى اول به اصطلاح 
كوچك اســت؛ يعنى pهايى كه داراى اين شــرط هســتند: 
. اين عددها عبارت انــد از: 7، 5، 3 و 2.  p< ≤ =1 10 100
هرچند تعدادشان كم است، ولى از مجموع تمام توان ها سهم 

زيادى دارند. با اين حال با در نظر گرفتن اينكه:

nn
pn p ,

p pp

αα

α+

            = =            

1

p را براى اين عددهاى اول با  (n!)υ مى توان جمع  وندهاى 
يك فرايند كاهشى و با تقسيمات متوالى بر p، آسان تر محاسبه 

) داريم: !)υ2 100 كرد. براى مثال، در محاسبة 

( !)

...

... .

∞

α
α=

 υ =   
       = + + +              
     + + + +          

= + + + + + + + =

∑2
1

100100
2

100 100 100 100
2 4 8 16

100 100 100
32 64 128

50 25 12 6 3 1 0 97

 ( !)υ2 100 توضيح اينكه در محاسبة جمع وندها در محاسبة 
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اين گونه عمل كرديم:

.

     = → = → =          
       → = → = → = → =              

100 50 2550 25 12
2 2 2
12 6 3 16 3 1 0
2 2 2 2

اين زنجيره حتماً به صفر منتهى مى شود و در عمل تعداد 
جمع وندها متناهى است (تبصرة بعد را ببينيد). همچنين، با 
بزرگ تر شــدن پايه، طول زنجيره كوتاه تر مى شود و سريع تر 
) زنجيرة  !)υ3 100 خاتمــه مى پذيــرد. مثــلاً در محاســبة 

جمع وندها عبارت است از:

.

     = → = → =          
   → = → =      

100 33 1133 11 3
3 3 3

3 11 0
3 3

. همچنين، زنجيرة  ( !)υ = + + + =3 100 33 11 3 1 48 لذا: 
) عبارت است از: !)υ5 100 جمع وندها در محاسبة 

.     = → = → =          

100 20 420 4 0
5 5 5

) كه برابر تعداد صفرهاى  !)υ = + =5 100 20 4 بنابراين: 24
انتهايى !100 نيز هســت. در نهايت زنجيــرة جمع وندها در 

) عبارت است از: !)υ7 100 محاسبة 

.     = → = → =          

100 14 214 2 0
7 7 7

. با جمع بندى اطلاعات  ( !)υ = + =7 100 14 2 16 بنابراين: 
به دست آمده نتيجه مى گيريم:

! ( )( )( )( )( )( )( )
( )( )( )( )( )( )
( )( )( )( )( )( )
( )( )( )( )( )( ).

= 97 48 24 16 9 7 5

5 4 3 3 2 2

2 2 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

100 2 3 5 7 11 13 17
19 23 29 31 37 41
43 47 53 59 61 67
71 73 79 83 89 97

به كمك رايانه مشاهده مى شود:
!

,

=100 9332621544394415268169923885626670
049071596826438162146859296389521
759999322991560894146397615651828
625369792082722375825118521091686
4000000000000000000000000

كه عددى است با 158 رقم. اما با روش لژُاندر و ملاحظات بيان 
شده، به راحتى و با محاسبات ساده اى به عوامل اول تجزيه شد.

رفتار حدى توان هاى اعداد اول در تجزية 
فاكتوريل ها

با استفاده از قضية لژُاندر مى توان اطلاعات مفيدى دربارة 
p كه نشــانگر توان عدد اول p در تجزية !n به عوامل  (n!)υ

اول اســت، به دســت آورد. يكى از اين اطلاعات نامساوى زير 
p است. (n!)υ براى 

قضية 7. براى هر n∈N و هر عدد اول p كه: p≤n، داريم:

p
n p ln n n(n!) ( )
p ln p p
− −

− < υ ≤
− −

1 1
1 1

اثبات: قضية 2 بيان مى كند كه:
m

p
n ln n(n!) , m

ln ppαα=

   
υ = =   

  
∑

1

 [ ]x x x− < ≤1 بر همين اساس و با استفاده از نامساوى 
نتيجه مى شود:

m m

pk k
k k

n m (n!) n .
p p= =

− < υ ≤∑ ∑
1 1

1 1

با توجه به اينكه:
m

k m
k

( )
pp p=

= −
−∑

1

1 1 11
1

نتيجه مى گيريم:

pm m
n n( ) m (n!) ( ).

p pp p
− − < υ ≤ −

− −
1 11 1

1 1

ln حكم  n ln nm
ln p ln p

− < ≤1 با تلفيــق اين نامســاوى با 
به دست مى آيد.

نتيجة 8. براى هر n∈N و هر عدد اول p كه: p≤n، داريم:

p
n ln n(n!)

p ln p
< − υ <

−
0

1

تبصره 9. نتيجة بالا نشان مى دهد كه:
p

n

(n!)
lim

n p→∞

υ
=

−
1
1

از اين رابطه حدى نتيجه مى شود:
n n(n!) n, (n!) , (n!) .υ ≈ υ ≈ υ ≈2 3 52 4

درستى اين روابط را در نمونه هاى عددى محاسبه شده در 
بالا مى توان مشاهده كرد.

پى نوشت 
1. Adrien-Marie Legendre

براى مشاهدة منابع كيوـ آر ـ كد 
را اسكن كنيد
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